
辅导篇

关于拉格朗日中值定理的证明
Ξ

谢效训　 (枣庄师专数学系, 山东枣庄, 277160)

一般高等数学教材上, 大都是用罗尔定理证明拉朗日中值定理, 直接给出一个辅助函数, 把拉

格朗日定理的证明归结为用罗尔定理, 证明的关键是给出一个辅助函数。怎样构作这一辅助函数

呢? 我们来看:

罗尔定理: 函数 f (x ) 满足在[a , b ]上连续, 在 (a , b) 内可导, 且 f (a) = f (b) , 则在 (a , b) 内至少

存在一点 Ν, 使 f ′(Ν) = 0 (如图 1)。

拉格朗日定理: 若 f (x ) 满足在[a , b ]上连续, 在 (a , b) 内可导, 则在 (a , b) 内至少存在一点 Ν, 使

f ′(Ν) =
f (b) - f (a)

b- a
(如图 2)。

图 1　　　　　　　　　　　　图 2

比较定理条件, 罗尔定理中端点函数值相等, f (b) = f (a ) , 而拉格朗日定理对两端点函数值不

作限制, 即不一定相等。我们要作的辅助函数, 除其他条件外, 一定要使端点函数值相等, 才能归结

为罗尔定理来证明。

一、比较图 1 和图 2, 显然, 作辅助函数 F (x ) 等于 f (x ) 减去弦A B 的函数, 可使 F (x ) 满足

Ro lle 定理条件 F (a) = F (b)。

(1)弦A B 的函数 y = f (a) +
f (b) - f (a)

b- a
(x - a)

这是已知点 (a , f (a) ) , 斜率 k=
f (b) - f (a)

b- a
的点斜式直线方程。

辅助函数 F (x ) = f (x ) - y 即 F (x ) = f (x ) - f (a) -
f (b) - f (a)

b- a
(x - a) (1)

则 F (x )在[a , b ]上连续, (a , b)内可导, F (b) = F (a) = 0 的两端求导即得拉格朗日中值公式。

(2)若以 (b, f (b) )为已知点, 斜率仍为 k=
f (b) - f (a)

b- a

弦A B 的函数 y = f (b) +
f (b) - f (a)

b- a
(x - b)

作辅助函数　F (x ) = f (x ) - y 即 F (x ) = f (x ) - f (b) -
f (b) - f (a)

b- a
(x - b) (2)
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F (x )满足罗尔定理条件, 两边求导可得出拉格朗日定理。

(3)若以 (a+ b
2

,
f (a) + f (f )

2
)为已知点, 斜率 k =

f (b) - f (a)
b- a

弦A B 的函数 y =
f (a) + f (b)

2
+

f (b) - f (a)
b- a

(x -
a+ b

2
)

作辅助函数　F (x ) = f (x ) - y , 即 F (x ) = f (x ) -
f (a) + f (b)

2
-

f (b) - f (a)
b- a

(x -
a+ b

2
) (3)

仅以 (3)为例证明拉格朗日定理:

因为　F (x ) = f (x ) -
f (a) + f (b)

2
-

f (b) - f (a)
b- a

(x -
a+ b

2
)

所以 F (x )在[a , b ]上连续, 在 (a , b)内可导, 且

F (a) = f (a) -
f (a) + f (b)

2
-

f (b) - f (a)
b- a

(a-
a+ b

2
) = 0

F (b) = f (b) -
f (a) + f (b)

2
-

f (b) - f (a)
b- a

(b-
a+ b

2
) = 0

所以 F (x )满足罗尔定理条件, (3)式两端对 x 求导得

F′(x ) = f ′(x ) -
f (b) - f (a)

b- a
, (a , b)内至少存在一点 Ν, 使

F′(Ν) = f ′(Ν) -
f (b) - f (a)

2
= 0

即　f ′(Ν) =
f (b) - f (a)

b- a
　a< Ν< b

二、(1)若令辅助函数 F (x ) 等于 f (x ) 减去[a , b ]上 ∃A B C 内动线段 E F , 就能使 F (x ) 满足罗

尔定理条件, 如图 3:

A B : y 1= f (a) +
f (b) - f (a)

b- a
(x - a)

A C: y 2= f (a)

[a , b ]上 ∃A B C 内ûE F û= y 1- y 2=
f (b) - f (a)

b- a
(x - a)

辅助函数 F (x ) = f (x ) - (y 1- y 2) = f (x ) -
f (b) - f (a)

b- a
(x - a) (也可以看做辅助函数 (1) 的曲

线再向上平移 f (a)的高度而得。)则 F (x )在[a , b ]上连续, (a , b)内可导, 且

F (a) = f (a) -
f (b) - f (a)

b- a
(a- a) = f (a)

F (b) = f (b) -
f (b) - f (a)

b- a
(b- a) = f (a)

所以 F (a) = f (a) = F (b)满足罗尔定理条件。

F (x )两端求导, 定理得证。

(2)若作辅助函数 F (x )等于 f (x )加上[a , b ]上 ∃A B D 内动线段GH 的长度, 如图 4。

DB : y 1= f (b)

A B : y 2= f (a) +
f (b) - f (a)

b- a
(x - a)

GH 的长度 y = y 1- y 2= f (b) - f (a) -
f (b) - f (a)

b- a
(x - a)

作辅助函数

F (x ) = f (x ) + y = f (x ) + f (b) - f (a) -
f (b) - f (a)

b- a
(x - a) (下转第 48 页)
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函数论也形成于此时, 超穷基数理论和集合论的建立则是 19 世纪 70 年代, 拓扑学出现于 19 世纪

末, 泛函分析到 20 世纪 30 年代成了独立的分支等等。合理的分法, 应当是根据数学思想发展本身

所显现出来的阶段性来进行。这样分段的结果, 不可能与世纪的交替相吻合, 17 世纪中期以后进入

变量时期, 19 世纪前期由于非欧几何、复变函数论、微积分的奠基 (指Cauchy 的工作) 等的建立, 群

论的提出等又形成新的时期, 这个时期所研究的主要是各种变换。

当然作者也可以说这本书的安排不是给数学和数学思想划分发展阶段, 而是为了写作上的方

便这样做的。但是, 这样做无论如何是不好的。

书中还有其他一些缺点, 例如社会背景讲的少一些, 过份强调了数学家个人的作用等等, 我们

不再赘述了。

虽然这本书存在一些缺点, 但优点还是主要的, 不失为一本较好的书。我的评论也只是一些不

成熟的看法, 仅供阅读该书的读者们参考。

本书的中文译者准确地将其译成了中文, 给中国广大读者提供了阅读上的方便, 这是他们的贡

献。在对原书进行评价时, 不能不提到译者。
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图 3　　　　　　　　　　　　图 4

从而 F (x)在[a, b ]上连续, 在 (a, b)内可导, 且 F (a) = f (b) = F (b) , 满足罗尔定理条件, 两边求

导, 用 Ν代 x 定理得证。

对于第二类情况还可以分别以 (b, f (b) ) , (a+ b
2

,
f (a) + f (b)

2
) 等为已知点, 斜率 k=

f (b) - f (a)
b- a

作弦AB 的函数, 还可作多种辅助函数。由此可知拉格朗日中值定理证明中的辅助函数可以有许多

种作法。同学们从中能受到什么启发呢?
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